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Cet examen est composé de 3 parties. Les Parties I et II sont communes aux deux con-
COUTS.

Partie I

On considére la fonction d’une variable réelle :

xT et
P T dt
fw /0 1+t

I.A.
I.A.1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
I.A.2. Etudier les variations de f sur cet ensemble.

I.A.3. Aprés avoir minoré f(x) sur I'intervalle |1, 0], déterminer la limite de f(x) lorsque
x tend vers —1 par valeurs supérieures.

I.A.4. Etudier la branche infinie au voisinage de 400 de la courbe représentant f.

k
I.B. Soient n € N* et, pour tout k € N*, les réels x;, = —. On pose :
n

E(1 Lo en
Y= (%—i_ (;n—i-z) +2(n—i—k)>

Montrer que gy est une approximation de f(xzy), en utilisant la méthode des trapézes.

I.C.

I.C.1. Montrer qu’il existe une suite réelle (A )ren telle que, pour tout n € N :

flz) = Z e 2" 4 o(2™) au voisinage de 0.
k=0

I.C.2. Calculer ce développement limité pour n = 5.
I.C.3. Pour n > 2, exprimer A, en fonction de n.

I.C.4. Etablir que pour n > 1, une expression de \,,; en fonction de n et \,,.
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Partie 11

On considére 'équation différentielle :
(1+2)y =y

On note ¢ la solution de cette équation sur I'intervalle [0, +oo[ vérifiant ¢(0) = 1.

I1.A.

IT.A.1. Justifier (sans calcul) I'existence et unicité de .

IT.A.2. Calculer explicitement p(z).

I1.B. Pour montrer que ¢ est développable en série entiére au voisinage de 0, on suppose
d’abord qu’il existe une suite (a,)nen €t un intervalle ouvert I contenant 0 tels que :

+oo
o(x) = Zan "™ pour tout x € I.

n=0

II.B.1. Montrer, a Paide de 'équation différentielle (1 + x)y’ = xy, que la suite (a,)nen
vérifie la relation de récurrence suivante :

a=1 a =0, VneN' na,+(n+1)ay —a,_1=0.

IT.B.2. A partir de la suite (a,)nen, on pose b, = a, + a,_, pour tout n > 1.

n+1

Démontrer que b,, vérifie la relation b, =

I1.B.3. En déduire, sous forme d’une somme, une expression de a,, en fonction de n pour
tout n > 2.

I1.B.4. Si la suite (A,)nen est celle définie en 1.C.1), démontrer la relation :

(¢ Ap—2

pour tout n > 2.

II.C. On note F I'ensemble des suites réelles {u, }nen telles que :
Vn e N*,  (n+1)upy +nuy, —uy—q =0.
I1.C.1. Montrer que E, muni des opérations usuelles sur les suites réelles, forme un espace
vectoriel réel.
I1.C.2. Montrer que F est un espace vectoriel de dimension 2.
I1.C.3. Déterminer I'ensemble des suites géométriques contenues dans F.

I1.C.4. En utilisant la suite (a,)nen de I1.B.1), déterminer une base de E et en déduire,
pour toute suite {u, },eny de E, une expression de u,, en fonction de ug, u; et n.

I1.C.5. En utilisant la suite (u,)nen de 11.C.4), déterminer une base de E et en déduire
pour toute suite {u, },eny de E une expression de wu,, en fonction de wug, u; et n.
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Partie IIT ~ (Concours DUT)

On considére ’équation différentielle suivante :

z(z+ 1)y —x(@®+2r+2)y + (2* +22+2)y =0 (E)

ITI.A.

ITI.A.1. Montrer que, si ’équation (E) admet des solutions polynomiales non nulles,
elles ne peuvent étre que de degré 1.

ITI.A.2. Déterminer toutes les solutions polynomiales de (F) (indication : méthode de
variation de la constante).

ITI.B. A T'aide d’une des solutions trouvées en IT11.A.2), montrer que la résolution de
(E), sur R*, se raméne a la résolution de I’équation différentielle :

1+x)y =zy

étudiée dans la Partie II. En déduire le rapport avec la Partie 1.

Partie III  (Concours DEUG/DEUST)

On note R, [X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal an, et B=(1,X,X? ..., X") sa base canonique.

Etant donnée une famille de (n + 1) réels distincts ag < a; < ay < --+ < a,, on leur
associe les polynomes Lg, Ly, Lo, . .., L, de R,,[X] tels que :

Vje[0,n]\{i}, Li(a;)=0
Li(a;) = 1.

1) Onprend n =2, a9 =0, a; =1, ay = 2.

a) Donner L()7 Ll, LQ.
b) Montrer que (Lo, L1, Lo) est une base de Ro[X].

c¢) Quelles sont les composantes d’un polynome P de Ry[X| dans la base (L, L1, Lo)
?

2) Former la matrice de changement de base de B = (1, X, X?) a B’ = (Lg, L1, Ly).

3) Déterminer les polynomes P de Ry[X] tels que :

P(X) = P(0)+ P(1) X + P(2) X2

Bonne chance !



